
　第 14卷　第 11期　2004年 11月

＊研究简讯＊

模糊实数空间与[ -1 , 1]上同序单调函数类的同胚＊

郭嗣琮
辽宁工程技术大学基础科学部 , 阜新 123000

　2004-03-23收稿 , 2004-04-26收修改稿

　 ＊国家自然科学基金资助项目(批准号:50174027 , 50244015)

　E-mail:guosizong@163.net

摘要　　在模糊结构元概念的基础上 , 借助结构元方法 , 得到[ -1 , 1]上同序单调函数类与模糊

实数空间的一一等距映射 , 证明了模糊实数空间与[ -1 , 1]上同序单调函数类同胚 , 这不仅为模

糊分析理论研究开拓了一条新的途径 , 同时也降低了模糊实数空间性质研究的困难程度.
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1　闭区间上单调函数及延拓反函数

设 f 是[ -1 , 1]上单调有界函数 , 如果 f 不是连

续的 , f 在[ -1 , 1]上最多只有可列个第一类间断点 ,

且 f 不是[ -1 , 1]到[ f(-1), f(1)]的满射(这里假设

f 单增).为将 f 的值域扩展到整个闭区间[ f(-1), f

(1)]上 , 引入单调函数延拓反函数概念 , 它实质上是

单调函数的反函数在[ f(-1), f(1)]上的延拓.

(Ⅰ)非连续单调函数在间断点处的集值延拓

对于[ -1 , 1]上非连续单调增函数 f , x0 是[ -

1 , 1]内的一个间断点.f(x0-0)=m 1 , f(x0+0)=

m2 , 不妨仍假设 f 是单增的 , 有 m 1<m 2.定义 f

(x 0)为一区间数[ m 1 , m 2] .如果对于 f 的所有间断

点的函数值都重新定义为以该点左 、 右极限值为端点

的闭区间数 , 则这个新的函数称为由 f 延拓的单调

有界集值函数 , 记为  f .显然 ,  f 的反函数 f -1存在.

(Ⅱ)连续非严格单调函数

不妨设 f 在[ -1 , 1]上连续非严格单增 , 则在

[ -1 , 1]中至少存在一个点对{x 1 , x2}, 使得 f 在

区间[ x 1 , x 2] 上等于一个常数 c=f(x 1)=f(x2),

并设 x 1 , x 2是使单增函数 f 等于常数的区间端点 ,

即当 x <x 1 时 f(x)<c 且 x >x 2 时 f(x)>c.此

时 , 规定反函数 f
-1(x)在间断点 c 处是 “靠 0点

连续的” , 即当 x 2≤0时 ,  f
-1
(c)= lim

x※c+0
f
-1
(x)=

y +;当 x 1≥0时 ,  f
-1(c)= lim

x※c-0
f
-1(x)=y-;当

x 1<0 < x 2 时 , 定义 f
-1(c)为两点集合{y - ,

y +}, 记为  f -1(c)={y - , y +}.

设 f 是[ a , b]上任意的单调函数 , 对于 f 在

[ a , b] 内的常数区间和间断点处的反函数  f -1按

(Ⅰ)和(Ⅱ)所述方式进行延拓 , 称  f -1是函数 f 的

变量轮换对称函数或延拓反函数 , 仍记作 f
-1.

2　模糊结构元与变换

定义 1　设 E 为实数域 R上的模糊集 , 隶属函

数记为 E(x), x ∈R .如果 E(x)满足下述性质

1)E(0)=1 , E(1+0)=E(-1-0)=0;

2)在区间[ -1 , 0)上 E(x)是单增右连续函

数 , 在区间(0 , 1]上是单降左连续函数;

3)当 -∞<x <-1 或者 1 < x <+∞时 ,

E(x)=0.

则称模糊集 E 为 R上的模糊结构元.

定义 2 　如果模糊结构元的隶属函数在区间

(-1 , 1)上有 E(x)>0 , 且在(-1 , 0)内严格单增

连续函数 , 在区间(0 , 1)上是严格单降连续函数 ,
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则称 E 为正则的模糊结构元.

若 E(x)=E(-x)则称 E 为对称模糊结构元.

定理 1(局部映射原理)[ 1] 　设 E 是 R上的任意

模糊结构元 , 具有隶属函数 E(x), 又设函数 f(x)在

区间[ -1 , 1]上是单调有界的 ,  f(x)是 f(x)的延拓

集值函数 , 则  f(E)是R上有界闭模糊数 , 且 f(E)的

隶属函数为 E(f -1(x)), 这里 f
-1(x)是 f(x)关于变

量 x 和 y 的轮换对称函数(若 f(x)在区间[ -1 , 1]上

是连续严格单调的 , 则 f
-1
(x)是 f(x)的反函数).

在不致于引起混淆的情况下 , 记 f(x)为 f(x),

记 f(E)为 f(E).

定理 2(模糊数的结构元表示定理)[ 1] 　对于给

定的一个正则模糊结构元 E 和任意的有限模糊数

A , 总存在一个在[ -1 , 1]上的单调有界函数 f , 使

得 A=f(E)(严格地说 , 存在 f 的集值延拓  f , 使得

A= f(E)), 并称模糊数 A 是由模糊结构元生成的.

定理 3
[ 1] 　设 f 是[ -1 , 1]上单调有界函数 ,

E 是R上给定模糊结构元 , 模糊数 A =f(E).对

 λ∈(0 , 1] , Eλ=[ e
-
λ , e

+
λ] .若 f 是[ -1 , 1]上

单增函数 , 则模糊数 A 的λ截集为R上的闭区间

Aλ=[ f(E)] λ= f(Eλ)=

f [ e-λ, e
+
λ] =[ f(e

-
λ), f(e

+
λ)] , (1)

若 f 是[ -1 , 1]上单降函数 , 则 A 的λ截集为闭区

间 Aλ=[ f(e
+
λ), f(e

-
λ)] .

3　同序标准单调有界函数类 B[ -1 , 1]

定义 3　f 是[ -1 , 1]上单调有界函数 , 如果对

于 f 的任何间断点 x ∈[ -1 , 1] , 都有

f(x)=
1
2
[ f(x +0)+f(x -0)] , (2)

称 f(x)为[ -1 , 1]上的标准单调有界函数.[ -1 ,

1]上的全体同序标准单调有界函数记为 B[ -1 ,1] .

易知 , [ -1 , 1]上单调有界连续函数是标准单

调有界函数.

在 B[ -1 , 1]上(假定均为单增函数)分别引入距离

dL(f , g)=∫
1

-1
|f(x)-g(x)|d x .f , g ∈ B[ -1 , 1] ,

(3)

dM(f ,g)= sup
x ∈[-1, 1] |f(x)-g(x)|.f ,g ∈ B[-1,1] .(4)

　　定理 4 　距离空间(B[ -1 ,1] , dL)和(B[ -1 ,1] ,

dM)都是完备的.

证明:首先证明空间(B[ -1 , 1] , dL)的完备性 ,

不妨假定(B[ -1 , 1] , dL)中元是单增的 , 对于单减情

况有类似的结论.设给定序列{x n(t)}, 其中 x n(t)

∈(B[ -1 , 1] , d L), n=1 , 2 , ….令

dL(x n , xm)※0　(对 n , m ※∞).

即序列{x n(t)}在[ -1 , 1]上满足 Cauchy 一致收敛

条件.设 x0(t)是序列{x n(t)}的极限 , 即

lim
n※∞

xn(t)= x 0(t)　对于  t ∈ [ -1 ,1] .

　　由于所有的 xn(t)是单增的函数 , 则对于 t1 ,

t 2 ∈[ -1 , 1] , 有 xn(t 1)≤xn(t 2), 于是

lim
n ※∞

x n(t 1)≤ lim
n ※∞

xn(t 2),

则 x 0(t 1)≤x 0(t 2), 故 x 0(t)是单增函数.

又因为 xn(t)有界 , 即对 t 0 ∈ [ -1 , 1] , 有

 x n(t 0) ≤kn(t 0)(kn(t 0)是有限数).由于 dL (xn

(t 0), xm(t 0))※0 , 即对于 ε>0 , 存在n0(ε)使

得 dL(x n(t 0), xm(t 0))<ε(其中 n , m ≥n0(ε)).

设 xn(t 0)※x0(t 0), 有

|xn(t 0)-x 0(t)|≤ε　对于所有 n ≥ n0(ε)

由此 , 有

|xn(t 0)|=|(x n(t 0)- xn
0
(ε)(t 0))+xn

0
(ε)(t 0)|

≤|x 0(t 0)-xn
0
(ε)(t 0)|+|x n0(ε)(t 0)|

≤ε+k n
0
(t 0),

即对 t 0 ∈[ -1 , 1] , x 0(t 0)有界 , 故 x 0(t)有界.

于是 x0(t)∈(B[ -1 ,1] , dL), 所以(B[ -1 ,1] , dL)

是完备的.

再证明空间(B[ -1 ,1] , dM)的完备性.设给定度

量空间(B[ -1 ,1] , d M)中满足 Cauchy 一致收敛条件
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的序列{xn(t) n =1 , 2 , …}, 并设 x 0(t)是序列

{x n(t)}的极限(对于 t ∈[ -1 , 1] ).类似前面的

证明易知 x0(t)是[ -1 , 1]上单调有界函数 , 只要

证明 x 0(t)是标准的.

由于 dM(xn(t), x 0(t))※0 , 即对于 ε>0 ,

存在 n 0(ε), 使当 n ≥n 0(ε)时 ,

d(x n(t), x 0(t))= sup
t ∈ [ -1 , 1] |xn(t)-x 0(t)|<ε.

　　设 t 0是 x 0(t)的间断点 , 所有的 xn(t)(n =1 ,

2 , …)都是标准的 , 如果 x 0(t)不是标准的 , 即

x 0(t 0)≠
1
2
[ x 0(t 0 +0)+x 0(t 0 -0)] .

令 x 0(t 0)-
1
2
[ x 0(t 0+0)+x 0(t 0-0)] =δ>0 , 由

于 sup
t ∈ [ -1 , 1] xn(t 0 +0)-x 0(t 0+0) <ε, sup

t ∈[ -1 , 1] xn

(t0-0)-x0(t 0-0) <ε和 sup
t ∈ [ -1 , 1]  xn(t0)-x0(t 0) 

<ε均成立.取ε<δ时 , 当 n≥n0(ε)时 , 则有

xn(t 0)≠
1
2
[ x n(t 0 +0)+x n(t 0 -0)] ,

故{xn(t)}不是标准函数序列.所以 , x 0(t)一定是

标准的.

一般地 , f ∈ B[ -1 , 1] , -f ∈/ B[ -1 ,1] , 除非 f 是

常值函数.因为 , 如果 f 在[ -1 , 1] 上不是常值函

数 , 尽管-f 也是单调函数 , 但是与 f 不是同序的.

所以 , B[ -1 , 1]上关于加法运算不构成群 , 只是半群.

需要指出 , B[ -1 , 1]上的元对于函数的普通减法

运算一般是不封闭的 , 可以举例 , 两个单调函数相

减得到的函数可能是非单调的.所以 , B[ -1 , 1]关于

加法和数乘并不构成线性空间.

定理 5　B[ -1 , 1]是以 0为顶点的凸锥.

定理是显然的 , 证略.

4　由结构元导出的 B[ -1 , 1] 上的模糊泛函

用 E 表示实数域 R上的对称正则模糊结构元 ,

 N c(R)表示R上所有有界闭模糊数的全体 , 由定理

1和定理 2 , 对于任给的函数 f ∈B[ -1 , 1] , 存在惟一

的模糊数 A f=f(E)与之对应 , 即由模糊结构元决

定了 B[ -1 ,1]到  N c(R)上的一个映射.

记 HE∶B[ -1 , 1] ※ N c(R);f ※HE(f)=f(E)∈

 N c(R), 称 H E为模糊结构元 E 导出的B[ -1 ,1]上的

模糊泛函.利用 B[ -1 ,1]上的距离 dL 和dM , 由映射

HE 可以诱导出  N c(R)上的距离

dNL(A ,B)=dL(H
-1
E (A), H

-1
E (B)), (5)

dNM(A ,B)=dM(H
-1
E (A), H

-1
E (B)), (6)

其中H-1E (A)和 H-1E (B)分别为 A 和B 在映射 HE

下的原像.

设 A = f(E), B =g(E), 其中 f , g ∈

B[ -1 , 1] , 则(5)和(6)式也可以写作

dL(f , g)=d NL(HE(f), HE(g)), (7)

d M(f , g)=d NM(HE(f), HE(g)). (8)

称( Nc(R), dNL)和( N c(R), dNM)分别为由映射 HE

从(B[ -1 ,1] , dL)和(B[ -1 ,1] , dM)导出的距离空间.

易知 , H E是从 B[ -1 , 1]到( N c(R)上的一一等距映射.

利用等距映射 H E , 可以将模糊实数空间元素的

度量转换为[ -1 , 1]上同序标准单调有界函数间的

度量.那么 , 这种度量和人们已熟知的模糊实数间

的度量有什么联系呢?

定理 6 　设 E 是正则结构元 , A , B ∈ ( N c

(R), 有 f , g ∈ B[ -1 ,1] , 使得 A =f(E), B =g

(E).对 λ∈(0 , 1] , 记 Aλ=[ a
-(λ), a

+(λ)] ,

Bλ=[ b
-(λ), b+(λ)] , 则

dNL(A , B)=∫
1

-1
|f(x)-g(x)|d x =

∫
1

-1
(|a

-(λ)-b
-(λ)|+|a

+(λ)-b
+(λ)|)dλ

(9)

dNL(A ,B)= sup
x ∈ [-1 , 1] |f(x)-g(x)|=

sup
x ∈ [ 0 , 1]

(|a
-
λ-b

-
λ|∨ |a

+
λ-b

+
λ|) (10)

　　证明:先证明(9)式.设 f , g ∈B[ -1 ,1] , 使得

A=f(E), B =g(E).对 λ∈(0 , 1] , Eλ=[ e
-
λ ,

e
+
λ]由于 E 是正则的 , 则当 λ=1时 , e

-
λ=e

+
λ=0;

当 λ<1时 , e-λ∈[ -1 , 0), e
+
λ∈(0 , 1] .由定理
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3 , 有

a
-(λ)= f(e-λ), b

-(λ)=g(e-λ), (11)

a
+(λ)= f(e+λ), b

+(λ)=g(e+λ), (12)

则 a
-(λ)-b

-(λ)= f(e-λ)-g(e-λ), (13)

a
+(λ)-b

+(λ)= f(e+λ)-g(e+λ).(14)

不妨假设在(0 , 1)内 f(x)和 g(x)均连续 , 设 x =

e
+
λ.由(14)式 , 得到

a
+(λ)= f(x), b+(λ)=g(x). (15)

记 a
+(λ)-b+(λ)=Υ(λ), f(x)-g(x)=F(x).

由(15)式 , 有 Υ(λ)=F(x), 0<x <1 , 0<λ<1.

根据正则结构元的定义 , E(x)是连续函数 , 且在

(-1 , 0)内严格单增 , 在(0 , 1)上严格单降.在 0

<x <1和 0<λ<1内存在 x 和λ的一一对应λ=

λ(x), 进而 , 有

∫
1

0
Υ(λ)dλ=∫

1

0
F(x)d x

或 ∫
1

0
|f(x)-g(x)|dx =

∫
1

0
|a
+
(λ)-b

+
(λ)|dλ.

　　类似地 , 在(-1 , 0)内可以得到

∫
0

-1
|f(x)-g(x)|d x =

∫
1

0
|a
-
(λ)-b

-
(λ)|dλ.

故有 ∫
1

-1
|f(x)-g(x)|d x =

∫
1

0
(|a

-(λ)-b
-(λ)|+

|a
+(λ)-b

+(λ)|)dλ.

　　再证明 (10)式.因为 sup
x ∈ [ -1 , 1] f(x)-g(x) 

=( sup
x ∈ [ -1 , 0] f(x)-g(x) ∨ sup

x ∈ [ 0 , 1] f(x)-g(x) ).

在(9)式的证明中 , 当-1<x <0 ,  f(x)-g(x) 

= a
-
λ-b

-
λ , 0<λ<1;当 0<x <1 , 有 f(x)-g

(x) = a
+
λ-b

+
λ , 于是

( sup
x ∈[ -1 , 0] |f(x)-g(x)|)∨

( sup
x ∈ [ 0 , 1] |f(x)-g(x)|)=

sup
λ∈[ 0 , 1]

(|a
-
λ-b

-
λ|∨ |a

+
λ-b

+
λ|).

　　命题 1　设(X , dX), (Y , dY)是两个距离空

间 , F 是从(X , dX)到(Y , dY)上的一一等距映射 ,

则 F 是连续的 , 且 F 的逆映射 F
-1存在并连续.

证明:由于 F 是从(X , dX)到(Y , dY)上的

一一映射 , 则逆映射 F
-1存在 , 也是一一的.根据

连续映射的定义 ,  x 0 ∈ X , 对于任何正数 ε, 总

存在一个正数 δ, 使得当 dX(x , x 0)<δ时 , 有 dY

(F(x), F(x 0))<ε.因为 dX(x , x 0)=dY(F

(x), F(x0)), 对于给定的 ε, 只要取 δ≤ε(例如

取 δ=ε/2)即可 , 故 F 是连续的.类似地可以证明

逆映射 F
-1
也是连续的.

因为存在 B[ -1 ,1]到  N c(R)的一一映射 H E , 并

且 H E 及逆映射 H-1E 均连续 , 所以有如下结论:

定理 7　距离空间(B[ -1 ,1] , dL)与( N c(R),

dNL)同胚;(B[ -1 , 1] , dM)与( N c(R), dNM)同胚.

定理 8 　模糊实数空间( N c(R), dNL)和( N c

(R), dNM)都是完备的距离空间.

5　结语

由于模糊结构元的单调映射建立了有界模糊实

数空间与[ -1 , 1]上同序单调有界函数类的同胚性

质 , 因此 , 对模糊实数空间的任何度量性质的研究

都可以转换为[ -1 , 1]上同序单调有界函数类相应

性质的研究.如 , 模糊数列的收敛性 、 模糊级数的

敛散性 、模糊值函数的连续性等等 , 相应的结果见

文献[ 2 ～ 5] .从这个意义上说 , 模糊结构元理论为

模糊分析学的研究开辟了一个新的有效途径.
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